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Correction de

Devoir surveillé n°4

Exercice 1

1. Nous avons,
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2. Par intégrons par parties, on a :
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Exercice 2
1. a) Soit F' une primitive de la fonction f telle que f(t) = \/ﬁ, alors :
G(z) = F(2z) — F(x)

d’ou

G'(z) =2F'(z) — F'(x)



donc
2 1

V(22)4 + (22)2 + 1 CVatr a2+l
b) On a G(z) = F(2z) — F(z) et G(0) =

Un développement limité & l'ordre 5 de G au voisinage de 0 est obtenu & partir d’un déve-
loppement limité d’ordre 4 de la fonction G’, au voisinage de 0. Nous avons :

G'(z) =

(1+9)7 =1- L4 22 1 o0?)

pour y = 22 + 2 ou y = (22)? + (22)%, on obtient :
7, 31

/ _ -4 4
G'(z) = 5% g% + o(z")
donc . 31
_.._ '3 9t 5 5
Gx)==x 5% " 1% + o(z?)

a) Pour tout t 20 on a :
<t + P+ 1<t 22 + 1= (2 4+ 1)
Donc

1 < 1 - 1
1+12 41 t?

b) Si x > 0, alors 2x > z, donc on peut écrire :
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par suite

1
arctan 2z — arctanz < G(x) < %
T

Pour z <0 on a: 2z < z, donc :

1
5 < G(z) < arctan 2z — arctan x
x

. Soit H(y) = [ (arctan 2z — arctan z)da
a) On a, par intégration par parties :

y
H(y) = / (arctan 2z — arctan z)dz
0
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b) On a :
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Il est clair que

lim —*= =0
y——+00 Y

D’aprés 2)b) pour tout y > 0, on a :
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7/ G(x)dx < —/ —x, pour tout >0
Yy Je 2y ). =
( car Oy 9% n’est pas définie )
H(y)

On sait que lim =¥ =0, calculons lim -
y—stoo Y
On a:
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donc yinioo 2 JZ % =0, pour tout € > 0, par conséquent yhjlw 5 Jo G(z)dz =0

Exercice 3

Nous considérons la suite (I,) définie pour n > 1 par I,, = fo% tan™(z)dx

1. La fonction x — tan™ x est continue sur l'intervalle [0, 7], pour tout n > 1, donc I,, existe
et bien définie.

Ona: -
0<r<-=0<tanzx <1

e

donc 0 < tan™'z < tan™x et par conséquent
0 < In+1 < In

donc la suite (I,,)n>1 est décroissante minorée par 0.

2. a) Pour tout n > 1, on a :

z
Li+ I = /(1+tan2x)tan"mdx
0

ISl

= /(tanx)’tan”xda:
0

1 (3 1
= — [ (tan""z)dx =
n+ Jo n+1

b) On trouve I; = In V2et I, =1— 7 et en utilisant la relation de récurrence on a :

L= -L=-1m2etly=1-L=1-2

¢)On a:

1
L, <L, +1,10= nrl

1
donc I,, < P

D’autre part :

n+1 Tz S dnt



LIRS 1
d’ou ) <I,
Donc )
méfnéwrl et par suite  lim I, =0
Exercice 4
1. Ul —e— 2.
2. On a:
1 1 )
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En ajoutant membre & membre les n — 1 premiéres égalités on obtient :

1 1 1 =1 =1

p=2"" p=1

3. Comme 1 —¢ > 0 alors u,, >0
d’autre part u, < -4 fol etdt car (1 —t)"e! < et
Donc e
VneN, 0<u, < ]
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D’aprés 2) on a :

p=0
D’ou
p=n 4
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n—--+oo 0 p! n—--+oo
p:



